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 انًغرخهض:

ش ٚرطهة ٔظٕد انؼذٚذ يٍ انششٔؽ الأٔنٛح انًُارض انًؼهًٛح ٔيا ٚرثؼٓا يٍ أعانٛة ذمذٚ اعرؼًالأٌ 

انٕاظة ذٕافشْا كٙ ذًصم ذهك انًُارض انًعرًغ ذحد انذساعح ذًصٛلا يلائًا الأيش انز٘ دفغ انثاحصٌٕ إنٗ انثحس 

 ػٍ ًَارض أكصش يشَٔح يٍ انًُارض انًؼهًٛح ٔذًصهد ْزِ انًُارض تانًُارض انلايؼهًٛح .

يؼهًح ػشع حضيح  اعرؼًالفٙ حانح  Nadaraya-Watsonتًمذس  فٙ ْزا انثحس ذى يماسَح يا ٚغًٗ    

خلال  شاترح ٔيرغٛشج ٔرنك يٍ خلال أعهٕب انًحاكاج يغرخذيٍٛ تزنك ًَارض ٔحعٕو ػُٛاخ يرُٕػح. ٔيٍ

رٔ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انصاترح  NWٔػحد انُرائط ٔنلإًَرظٍٛ الأل ٔانصاَٙ افؼهٛح يمذس  ذعاسب انًحاكاج

 رٔ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انًرغٛشج.  NWايا نلإًَرض انصانس فمذ أػحد انُرائط افؼهٛح يمذس خ،ٔنعًٛغ انحالا

   

Nadaraya-Watson Estimator a Smoothing Technique for Estimating 

Regression Function 
 

Abstract: 
    The using of the parametric models and the subsequent estimation methods 

require the presence of many of the primary conditions to be met by those 

models to represent the population under study adequately, these prompting 

researchers to search for more flexible models of parametric models and these 

models were nonparametric models. 

    In this manuscript were compared to the so-called Nadaraya-Watson 

estimator in two cases (use of fixed bandwidth and variable) through simulation 

with different models and samples sizes.  Through simulation experiments and 

the results showed that for the first and second models preferred NW with fixed 

bandwidth for all cases, whether for the third model the results showed a 

preference NW estimator with variable bandwidth. 
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 انًمذيح: -1
انرطثٛك إنٗ يحأنح ًَزظح انظٕاْش انًخرهفح تًُارض الشب يا ًٚكٍ إنٗ  ذكًٍ فهغفح الإحظاء يٍ حٛس آنٛح    

انٕالغ انفؼهٙ. إٌ ْزِ انًُارض ذماط دسظح لٕذٓا تحغة دسظح ذماستٓا يغ انخٕاص الاعرذلانٛح الإحظائٛح ٔاٌ 

لاخ انظشفح ْزِ انًُارض ْٙ ػهٗ أشكال ٔإَٔاع يخرهفح فًُٓا الاحرًانٙ ٔانز٘ ٚؼرًذ فٙ طٛاغرٓا ػهٗ الاحرًا

نغثثٙ ٔانز٘ ٚمٕو ػهٗ انغثة َٔرٛعح انغثة ٔذؤذٙ فٙ يمذيح ْزِ انًُارض يا ٚؼشف تًُارض الاَحذاس أيُٓا 

،إر ذمٕو ًَارض الاَحذاس تاعركشاف انؼلالح يا تٍٛ انغثة ٔانز٘ ٚؼشف إحظائٛا تانًرغٛش انرٕػٛحٙ ٔتٍٛ 

 َرٛعح انغثة أٔ يا ٚؼشف تانًرغٛش انًؼرًذ أٔ انراتغ.

ٔذؼذ ًَارض الاَحذاس يٍ أْى أطُاف انُظشٚح الإحظائٛح ٔرنك نًا لذيرّ نهثاحصٍٛ فٙ شرٗ انًعالاخ انؼهًٛح     

ٔالإَغاَٛح يٍ حهٕل ػًهٛح نًشاكهٓى . ٔتغثة ذُٕع يعالاخ ػًهٓا كاٌ لاتذ يٍ ذُٕع أشكانٓا ْٙ الأخشٖ 

احصٍٛ يٍ ؽثٛؼح انثٛاَاخ ٔكزنك ؽثٛؼح انًشكهح ٔٚؼٕد أعثاب ْزا انرُٕع لاخرلافاخ ؽثٛؼح انًٕاسد انًراحح نهث

 ذحد انذساعح ،ٔػهٗ ْزا الأعاط لغًد ًَارض الاَحذاس إنٗ طُفٍٛ أعاعٍٛ تحغة ؽثٛؼح انثٛاَاخ ْٔٙ :

ًَارض اَحذاس يؼهًّٛ ٔذمٕو ػهٗ أٚعاد انؼلالح تٍٛ انغثة ٔانُرٛعح يٍ خلال ػذد يٍ انُماؽ الأعاعٛح  .1

يصم َمطح ذماؽغ خؾ الاَحذاس يغ انًحٕس انظاد٘ ٔانًًصهح  انرٙ ذظف ؽثٛؼح ذهك انؼلالح

Kٔكزنك يمذاس انًٕٛل انحذٚح لإًَٔرض الاَحذاس ٔانًًصهح تانًؼهًاخ  0تانًؼهًح ,...,, 21 

ا كٙ ْكزا َٕع يٍ ًَارض الاَحذاس ٚرطهة انؼذٚذ يٍ انششٔؽ الأٔنٛح انرٙ ٚعة ذٕافشْ اعرؼًال،ٔاٌ 

 ذكٌٕ لشاءج ْزِ انًُارض لشاءج طحٛحح ٔعهًٛح.

يؼهًّٛ ٔانرٙ ذمٕو ػهٗ إٚعاد انؼلالح تٍٛ انغثة َٔرٛعح انغثة يٍ خلال يُحُٗ  لا ًَارض اَحذاس .2

نزا فؤٌ فٙ الاَحذاس انلايؼهًٙ ٚكٌٕ انثاحس يٓرًا تإػطاء ٔطف ػاو نهؼلالح  ٚظف ذهك انؼلالح،

 .  ٔنٛظ دساعح ذفظٛهٛح نرهك انؼلالح

 

ٔػهٗ انشغى يٍ ًَارض الاَحذاس انلايؼهًّٛ ْٙ اػؼف ٔطفا يٍ ًَارض الاَحذاس أنًؼهًّٛ ألا أَٓا فٙ انٕلد     

َفغّ ذحراض إنٗ لٕٛد أٔ ششٔؽ الم يٍ انًُارض انًؼهًٛح ْٔزا الأيش ذحذٚذا ْٕ انز٘ ظؼم يٍ ًَارض الاَحذاس 

نثٛاَاخ انفؼهٛح نٛغد دٔيا نذٚٓا يٕاطفاخ يصانٛح ٔكاٌ انلايؼهًٛح أداج يشغٕتح ظذا نذٖ انثاحصٍٛ نكٌٕ أٌ ا

ػٍ  فٌٕ ػاظضٍٚانثاحصٌٕ ػهٗ انذٔاو ٚطشحٌٕ يغؤنح يًٓح ْٔٙ اَّ فٙ حانح ٔظٕد تٛاَاخ غٛش يصانٛح ْم ٚم

حم ذهك انًشاكم أ انمٛاو تثؼغ انرُاصلاخ نهحظٕل ػهٗ ًَارض الم فاػهٛح ٔنكُٓا فٙ انٕلد َفغّ ذٕفش حهٕلا 

 يُطمٛح.

ذهك  اعرؼًالٚٓذف ْزا انثحس إنٗ ػشع احذ انًمذساخ انًغرخذيح نرمذٚش دانح الاَحذاس انلايؼهًٛح فٙ حانح     

 انًمذساخ يؼهًاخ ذًٓٛذٚح شاترح ٔيرغٛشج.

 انعاَة انُظش٘: -2
ٚعًغ انثاحصٌٕ ػهٗ إٌ يا ًٚٛض كم ػهى ػٍ عائش انؼهٕو الأخشٖ ْٕ يعال ػًم رنك انؼهى .ٔٚؼذ الإحظاء     

حذا يٍ أْى انؼهٕو انرطثٛمٛح ،إر لا ٕٚظذ ُْانك َطالا ٔاػحا نٓزا انؼهى ار ٚؼًم ْزا انؼهى تشكم يرٕافك يغ ٔا

 انؼهٕو انطثٛح ٔانُٓذعٛح ٔتحٕز انفؼاء ٔغٛشْا يٍ انًعالاخ انرٙ لا يعال نغشدْا فٙ ْزا انثحس.

ٔغانثٛح انؼهٕو الأخشٖ عٕاء أكاَد  َٔرٛعح نٓزا تشص ذغاإل يٓى ذًصم تًؼشفح انرشادف يا تٍٛ الإحظاء    

إَغاَٛح أو ػهًٛح .ٔالإظاتح ػهٗ انرغاإل نى ٚكٍ يُحغشا فمؾ نذٖ انًفكشٍٚ فٙ أعانٛة انثحس انؼهًٙ ٔإًَا 

كاَد يطشٔحح نذٖ الإحظائٍٛٛ أَفغٓى ٔكاَد دٔيا ذُحغش تؼشٔسج فٓى يا انز٘ ٚمذيّ الإحظاء نلآخشٍٚ 

 ْٔٙ تثغاؽح كآلاذٙ: 

 

 .انٕطف 

 ٛطشج.انغ 

 .انرُثٕء أٔ الاعرششاف 
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ٔنرحمٛك ْزِ الأْذاف كاٌ لاتذ نلإحظاء يٍ أٌ ٚظف انظٕاْش انًخرهفح يٍ خلال إًَٔرض إحظائٙ يغٛطش 

ػهّٛ ٔيٍ ُْا اَذفغ انثاحصٌٕ فٙ انًعالاخ انًرُٕػح فٙ عثٛم اغرُاو اكثش لذس يٍ الأعانٛة الإحظائٛح نرطٕٚش 

ذًصهد تؤَّ لا ًٚكٍ إٚعاد إًَٔرظا أٔ أعهٕتا ٔاظٓد الإحظائٍٛٛ يشكهح كثٛشج  ػهٕيٓى ٔنكٍ فٙ انٕلد َفغّ

 ٔاخرلاف ششٔؽ ٔيرطهثاخ ْزِ انظٕاْش. إحظائٛا ٚظف ظًٛغ انظٕاْش ٔرنك تغثة ذُٕع

ٔكاٌ ْزا الأيش نضايا ػهٗ الإحظائٍٛٛ ذٕفٛش ػذدا كثٛشا ٔيرُٕػا يٍ انًُارض الإحظائٛح نٛلائى كم        

يخرهفا يٍ ذهك انظٕاْش ٔلذ ظٓشخ َرٛعح ْزِ ًَارض عًٛد تًُارض الاَحذاس ٔيٍ ْزِ انًُارض  يُٓا ػذدا

 يا ٚغًٗ تًُارض الاَحذاس انلايؼهًٙ، ٔانشكم انؼاو نٓزا الإًَٔرض ْٕ:

 

iii XmY  )(                                                                         … (1.1) 

   

 ٔذشرشؽ ْزِ انًُارض كٌٕ 
22,0   ii EE                                                            … (1.2) 

 

يغ الإشاسج إنٗ ػذو ٔظٕد حاظح نرمذٚش يؼانى ذهك انذانح كٌٕ ذهك انذانح لا ذحرٕ٘ ػهٗ يؼانى ،أ٘ أَٓا دانح      

 .[1][10][11]هك انُماؽ نرمذٚش يُحُٗ الاَحذاس يعٕٓنح ٔكم يا َحراض إنّٛ ْٕ ذًٓٛذ ذ

 

 يمذس دانح الاَحذاس انلايؼهًٙ أنهثٙ: – 2.1

نركٍ      n

iiX
1

ٔنركٍ   f(x)ذشٛش إنٗ ػُٛح ػشٕائٛح يٍ يعرًغ يؼٍٛ نّ دانح كصافح   n

iiY
1

ذشٛش إنٗ  

فؤَّ ٚشاس  X ,Yإنٗ دانح انكصافح الاحرًانٛح انًشرشكح نهًرغٛشٍٚ ذشٛش  f(x,y) لٛى يرغٛش الاعرعاتح ٔتافرشاع 

)()/(نـذانح الاَحــذاس تـــ  xXYExm   ٔنذانح انرثاٍٚ انششؽٛح تـٍـــ

)/()(2 xXYVARx   ُْٔانك انؼذٚذ يٍ انطشائك انلايؼهًٛح انًغرخذيح نرمذٚش دانح الاَحذاس

ػهٗ إحذٖ انًمذساخ ْٕٔ يمذس انثحس  ٛح ٔلذ ذى انرشكٛض ُْا فٙ ْزاانلايؼهًٙ ٔيُٓا انطشائك انهث

Nadaraya-Watson  يؼهًح ذًٓٛذٚح شاترح ذاسج ٔيؼهًح ذًٓٛذٚح يرغٛشج ذاسج أخشٖ. اعرؼًالنكٍ يغ 

 [6]:رٔ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انصاترح  Nadaraya-Watson (NW)يمذس  – 2.2 
الاكصش شٕٛػا ٔعًٙ كزنك كٌٕ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انًغرخذيح كاَد ٔٚؼذ يٍ يمذساخ الاَحذاس انلايؼهًٙ     

ٔيٍ طفاخ ْزا انًمذس اَّ ٚمذو ذمذٚشا يغرًشا نلاَحذاس ػُذيا ذكٌٕ دانح انهة انًغرخذيح دانح يغرًشج  شاترح،

[8] . 

 ٔٚؼشف ْزا انًمذس سٚاػٛا تانشكم الأذٙ:    
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 [1] ٔنثٛاٌ خظائض ْزا انًمذس لاتذ يٍ ذٕافش انششٔؽ الاذٛح:

 دانح الاَحذاس لاتهح نهرفاػم يشذٍٛ. .1

2.  
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 .1ٔانز٘ ٚرحمك فٙ حانح  Lipschitzأ  Holderػهًا اٌ دانح انهة ذحمك ششؽ 

 

    5 . 

]1,0[,0,)()(  vuforandBsomeForvuvfuf
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 ٚكَٕاٌ: NWٔترحمك انششٔؽ انًزكٕسج اَفا فؤٌ كلا يٍ انرحٛض ٔ انرثاٍٚ نًمذس     
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 ادٚش انًزكٕسج اَفا َحظم ػهٗ يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ انًحار٘ٔيٍ انًم
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 ذكٌٕ: hتانُغثح انٗ  AMSEٔاٌ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انًصهٗ انُاذعح يٍ اشرماق 
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 :رٔ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انًرغٛشج Nadaraya-Watson (NW)يمذس  – 2.3
ْزا انًمذس ػهٗ اعرؼًال يؼهًح ذًٓٛذٚح يرغٛشج ػٕػا ػٍ اعرؼًال انًؼهًح انرًٓٛذٚح انصاترح ٔانرٙ ٔٚغرُذ     

ذى ذٕػٛحٓا فٙ انًثحس انغاتك ٔعًٛد تانًرغٛشج تغثة ذغٛش انًؼهًح انرًٓٛذٚح ػُذ كم َمطح ٔرنك يٍ خلال 

انًُاؽك راخ انكصافح انمهٛهح ٔاعرؼًال َٕافز طغٛشج ػُذ انًُاؽك راخ انكصافح انكصٛفح َٕافز كثٛشج ػُذ اعرؼًال 

 ،ٔطٛغح ْزا انًمذس ذكٌٕ:
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)([ انٗ اٌ لًٛح 13] 2003ػاو  Kermٔلذ اشاس انثاحس     
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 انٗ َفظ انطشٚمح يغ كٌٕ  2001ػاو  Takadaكزنك اشاس انثاحس 
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ˆ)(ٔاٌ      iXf  ٚشٛش انٗ يمذس انهة نذانح انكصافح الاحرًانٛح فٙ حٍٛ ٚشٛشG  انٗ انٕعؾ انُٓذعٙ نذانح

 انكصافح ٔاٌ 
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 ذكٌٕ انًرغٛش NWخظائض يمذس . 5.0ٔيغ كٌٕ 
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 ٘:انًمادٚش انًزكٕسج اَفا َحظم ػهٗ يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ انًحارظًغ ٔيٍ 
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 :انعاَة انرعشٚثٙ – 3
تح نكم ذعش 400اعرؼًم اعهٕب انًحاكاج نهرعاسب لٛذ انذساعح فمذ كشسخ ذعشتح انًحاكاج ذكشاسا يمذاسِ     

 اعرؼًالٔفك إًَرض يٍ ًَارض الاَحذاس انًفرشػح ،ٔاٌ ْذف ْزِ انرعاسب ٚرًصم تًماسَح يمذس دانح الاَحذاس 

 ،يغرخذيٍٛ يؼٛاس يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ انًحار٘ كًؼٛاسا نهخطؤ ٛذٚح انصاترح ٔانًرغٛشجٓكلا يٍ انًؼهًح انرً

 ٔاٌ انًُارض انًغرؼًهح ذًصهد:

 ذسظح انصانصح.الإًَرض انخطٙ يٍ ان .1

iiiii xxxy  25.1001.003.0
23

 

 إًَرظا غٛش خطٛا. .2

 

iiii xxy  )16exp(2
2

 

 إًَرظا غٛش خطٛا ٚؼرًذ ػهٗ دٔال يصهصٛح. .3

 

i

i

i
i

x

xSin
y 







2
31

)5.2(
 

 انٗ انًرغٛش انرٕػٛحٙ ٔانز٘ ذى ذٕنٛذِ كٙ ٚرٕصع ذٕصٚؼا ؽثٛؼٛا تًرٕعؾ طفش ٔذثاٍٚ Xار ٚشٛش  
2 

ايا  5011001150ايا حعٕو انؼُٛاخ انًغرؼًهح فٙ ذعاسب انًحاكاج فكاَد   1,5.1,2ٔاٌ لٛى انرثاٍٚ ْٙ 

كماػذج لاخرٛاس انًؼهًح  Silvermanلاػذج الاتٓاو نهثاحس ٔ Gaussianدانح انهة انًغرخذيح فكاَد دانح 

 انرًٓٛذٚح.

 انًحاكاج فٙ انعذأل الاذٛح:ُرائط نرعاسب ٔلذ ذى ٔػغ ان  

 (1ظذٔل )

 ٕٚػح لٛى يؼذل يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ ػُذ اعرؼًال الإًَرض الأل  

2 1.5 1                     
2  

Method         
n 

0.169 0.137 0.105 FNW 
50 

0.246 0.222 0.198 VNW 

0.059 0.07528 0.0597 FNW 
100 

0.140 0.160 0.149 VNW 

0.0684 0.0565 0.0445 FNW 
150 

0.147 0.138 0.130 VNW 
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 (2ظذٔل )

 ٕٚػح لٛى يؼذل يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ ػُذ اعرؼًال الإًَرض انصاَٙ  

2 1.5 1                     
2  

Method         
n 

0.367 0.383 0.300 FNW 
50 

0.420 0.394 0.369 VNW 

0.253 0.238 0.223 FNW 
100 

0.304 0.293 0.282 VNW 

0.225 0.213 0.200 FNW 
150 

0.265 0.265 0.225 VNW 

 

 

 (3ظذٔل )

 ٕٚػح لٛى يؼذل يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ ػُذ اعرؼًال الإًَرض انصانس  

2 1.5 1                     
2  

Method         
n 

0.278 0.245 0.212 FNW 
50 

0.241 0.216 0.190 VNW 

0.214 0.198 0.182 FNW 
100 

0.188 0.176 0.164 VNW 

0.200 0.188 0.176 FNW 
150 

0.174 0.166 0.157 VNW 

 

 :ذفغٛش انُرائط – 3.1

 :ٔانصاَٙ الأل ٍٛالإًَرظ .1
ٍٚ انخطؤ ٔنعًٛغ انطشائك انًغرؼًهح لٛى يؼذل يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ ذرضاٚذ يغ ذضاٚذ ذثا .1

 ٔفٙ كلا انحانرٍٛ )يؼهًح انرًٓٛذ انصاترح ٔانًرغٛشج(.

 لٛى يؼذل يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ ذرُالض يغ ذضاٚذ حعٕو انؼُٛاخ ٔنكلا انحانرٍٛ  .2

 )يؼهًح انرًٓٛذ انصاترح ٔانًرغٛشج(.

انحالاخ انًغرؼًهح يٍ اظٓشخ انُرائط افؼهٛح اعرؼًال انًؼهًح انرًٓٛذٚح انصاترح ٔنعًٛغ  .3

  انصاتد. NWحعٕو ػُٛاخ ، ذثاٍٚ خطؤ ،ا٘ اظٓشخ انُرائط ذفٕق يمذس 

 

 :الإًَرض انصانس .2
ٔنعًٛغ انطشائك ٔنكلا حانرٙ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انصاترح ذضاٚذ لٛى يؼذل يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ  .1

 ترضاٚذ لًٛح ذثاٍٚ انخطؤ ٔنعًٛغ انطشائك انًغرؼًهح.ٔانًرغٛشج ٔ

عًٛغ انطشائك ٔلٛى لٛى يؼذل يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ يغ ذضاٚذ حعٕو انؼُٛاخ ٔنذُالض  .2

 .انرثاٍٚ انًغرؼًهح

ًرغٛشج ٔنعًٛغ انحالاخ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انرٔ  NWيمذس  افؼهٛحاظٓشخ انُرائط  .3

 . انًغرؼًهح
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 :الاعرُراظاخ – 4
دٔال الاَحذاس انلايؼهًٙ ٔاعرخذاو يؼانى انًحاكاج انًظًًح نًماسَح تؼغ ؽشائك ذمذٚش  يٍ خلال ذُفٛز ذعاسب

 ذًٓٛذٚح يخرهفح ذى انرٕطم انٗ الاعرُراظاخ الاذٛح:

ٕائٙ انؼشد لدٛى انرثداٍٚ نهخطدؤٔنعًٛدغ ذرُاعدة ػكغدٛا يدغ حعدٕو انؼُٛداخ . لٛى يؼدذل يرٕعدؾ يشتؼداخ انخطدؤ 1

 يغ ذضاٚذ حعٕو انؼُٛاخ. ذهك انمٛى ذُالض ا٘ ٔانًُارض انًغرؼًهح،

نؼشٕائٙانهخطؤ  انرثاٍٚ حلًٛذضاٚذ ى يؼذل يرٕعؾ يشتؼاخ انخطؤ ؽشدٚا يغ ذرُاعة لٛ. 2
2
e. 

. ذٕعٛغ حعى انؼُٛح ٚعؼم يٍ يُحُٛاخ انًمذساخ انًغرؼًهح اكصش لشتا نهًُحُٗ انحمٛمٙ كٌٕ ذهك انًمذساخ 3

 ذرؤشش تمهح انثٛاَاخ ٔذشررٓا.

رًٓٛذٚح انصاترح ٔنعًٛغ رٔ انًؼهًح ان NWحد انُرائط افؼهٛح يمذس . يٍ خلال يلاحظح الإًَرض انصاَٙ ٔػ4

 رٔ انًؼهًح انرًٓٛذٚح انًرغٛشج.  NWايا نلإًَرض انصانس فمذ أػحد انُرائط افؼهٛح يمذس انحالاخ،

 

 :انًظادس
ذاس" سعدددانح ـح نرمدددذٚش دٔال الاَحدددٛدددانلايؼهً Kernelح يمددذساخ ماسَددد" ي (2000) حًدددٕد يُدداف ٕٚعدددف .1

 ح تغذاد .ـاد / ظايؼظٙ الاحظاء / كهٛح الاداسج ٔالالرش فٛرغاظي
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