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 توزيــع تحويــم لابــلاس
 
 
 قسم الاحصاء صباح هادي عبود/ قسم الاحصاء        أ. سليم اسماعيل الغرابي/ أ.
 جامعة بغداد كلية الادارة والاقتصاد/    جامعة بغداد       كلية الادارة والاقتصاد/   
 

 .المقديــت1
ا تحويننل لابنندا لدالننة يمكننا اقننتصاف صننر  كبيننر مننا التوتيعننام المسننتمرة بمعلمننة واحنندة منن

 معيرة.

لتكا  xf  دالة محددة ومستمرة مصطعياً في اية فتنرة مغلصنة فني مجنال تعري مناو مجموعنة الاعنداد

 الحصيصية الموجبة. اا التكامل المثالي:

    )1(....................
0




 dxexfF x  

للدالنة  (Laplace Transform)سنم  تحوينل لابندا الحصيصية الموجبنة وي متصارب بجميع قيم 

 xf  ويكتب بالقكل    xfLF  . 

اا تحويل لابدا هو تحويل خطي كما اا تحويل لابندا لاينة دالنة    xf  تحصنف القنروط اعند و

هو دالة وحيدة وبالمصابل فاا الدالة  xf  تسم  معكوا تحويل لابدا للدالنة xF   وركتنب للن

بالقكل     FLxF 1 .وهو ايضاً دالة وحيدة وتحصف الخاصية الخطية 

 بالدالة المثالية: Xلرعر  المتغير العقوائي 
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),0(
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

 x

x IFexfxg 
 

 

حيث اا الدوال  xf و F  موجبةو محددة وقابلة للت اضل يمكا اا ربيا بسمولة اا xg هني

وعلنن  هننلا الاسنناا فنناا صننر   Xللمتغيننر العقننوائي المسننتمر  (p.d.f)دالننة الكثافننة الاحتماليننة 
. تسم  بتصري  توتيع تحوينل (2المتغيرام العقوائية المستمرة التي تمتل  دالة الكثافة الاحتمالية )

لابدا ويمكا اا رقير اختصاراً لمنلا الصنر  بنالرمت  ),(  FLTD  حينث اا F  يمكنا اا

رسميما بالدالة المولدة للمتغيرام العقنوائية التني ترتمني لمنلا الصنر . يرتمني لصنر  توتينع تحوينل 
ام المسننتمرة ومرمننا بعننز التوتيعننام القننائعة مثننل التوتيننع الاسنني لابندا عنندداً كبيننراً مننا التوتيعنن

وتوتيع كاما ويمكا توضيح اسنلوب توليند متغينرام عقنوائية مسنتمرة ترتمني لمنلا الصنر  باختينار 

مراسب للدالة  F :التي تحصف القروط الار ة اللكر ولغرز توضيح لل  رورد الامثلة التالية 
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لتكا   (1يثـال)  kF   حيثk  ثابم موجب 
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 الا يكوا لديرا
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 وهي دالة الكثافة الاحتمالية لمتغير كاما العقوائي بمعلمة 

  0,2/2

    keF  

 

 لتكــا     (2يثـــال )

 يمكا اا ربرها بسمولة عل  صحة ما يلي:
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 الا يكوا لديرا
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وعليه فاا                                                        
 2)(
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
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 ة الاعداد الحصيصية.هو مجموعyحيث مجال تعري  المتغير 

ثابم اختياري  kحيث  kهو التوتيع الطبيعي بوسط  Yويكوا توتيع المتغير العقوائي 

 وتبايا يساوي الوحدة.
 

 . هــدف انبــحث2
 يمكا تحديد هد  البحث بالرصاط التالية:   
بعنننز الصواعننند لحسننناب العنننتوم وعدقاتمنننا التكرارينننة وي متغينننر عقنننوائي يتنننوت  : اقنننتصاف اولاً 

   FLTD ,. 

: ايجاد اسلوب لتوليد متغيرام عقوائية ترتمي لصر  توتيع تحويل لابدا ولل  باستخدام دالة ثارياً 
 .(Mean Function)المعدل 

 مة التوتيع.: دراسة بعز خواص مصدر الامكاا الاعظم لمعلثالثاً 
 : تميت توتيع تحويل لابدا في عمليام ماركو  العقوائية.رابعاً 
اا الاهميننة الرظريننة لمننلا الصننر  تكمننا فنني القننمولية حيننث اا مننا تننم التوصننل اليننه مننا الصواعنند    

والمبرهرام لتوتيع تحويل لابدا تكوا صحيحة بدوا ق  لعدد كبير ما التوتيعام المسنتمرة وفني 
وقنم والجمند للدراسنام التني تمنتم بموضنو  التوتيعنام المسنتمرة وخاصنة فيمنا يتعلنف هلا تنوفير لل

 بمواضيع الاستدلال الاحصائي لمعالم هل  التوتيعام.

 .انعزوو واندانـت المونــدة نهعــزوو3
متغير عقوائي يتوت   Xليكا       FLTD  X. اا الدالة المولدة للعنتوم للمتغينر العقنوائي ,

 هي:
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 :Xويكوا العتوم حول رصطة الاصل للمتغير العقوائي 
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 3,2,1r...,(  1حيث اا  )

(2)  rF  هي المقتصة ما الرتبةr  للدالة F. 
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بقكل خاص الا كارم الدوال        mV ترمنت لندالتي الوسنط والتبنايا علن  الترتينب للمتغينر  ,

 فأا  Xالعقوائي 
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 لما كارم 
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 فاا العتوم حول رصطة الاصل تحصف العدقة التكرارية التالية:
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 ربرها اا العتوم حول الوسط تحصف العدقة التكرارية التالية:وباتبا  ر ا الاسلوب يمكا اا    

        )8........(..........211 
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 هي: rما الرتبة  (Factorial Moment)اما العتوم العاملية 
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 وهي تحصف العدقة التكرارية الاتية:
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التنني هنني معننامدم  3,2,1r...,حيننث  rK (Cumul ants)والمتراكمننام 
`!


فنني م كننو   

مكلوريا للدالة   )(ln tMt xx  :تعطي بالطريصة التالية 
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 وهي تحصف العدقة التكرارية

   


 rr K
d

d
K 1  

 3,2,1r...,حيث اا 

 

 (1.يبرهنــت )4
متغيرعقوائي يتوت   Xالا كاا       FLTD  فاا ,

      dmF exp  

 انبرهــان
 

 
 
 



F

F
m


  

    CFdm lnln     

 ثابم اختياري موجب Cحيث 

     dmCF  exp  

 
 سو  تختصر Cالمطلـوب ولل  لاا رحصل عل   C =1بدوا فصداا التعميـمو افرز اا 

 .Xللمتغير العقوائي المستمر g(x)عرد تعري  دالة الكثافة الاحتمالية 
( لغرز توليد متغيرام عقوائية ترتمي ال  صر  توتيع لابدا 1يمكا استخدام المبرهرة )    

بقرط اا تحصف دالة المعدل ولتكا  m :وكما يلي 

 

1.  m .قابلة للتكامل 

الدالة  .2    FLxf 1. 
 

 حيث اا 

      dmF exp  

 لما وجود وموجبة.
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  (3يثـــال)
 لتكا    
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 .يقــدر الايكان الاعظـى5
NXXXوائينننننـة وسنننننط العيرنننننة العقXلنننننيكا      ,...,, المسنننننحوبة منننننا مجتمنننننع يتنننننوت   21

   FLTD , . 

 
 هي  اا معادلة الامكاا الاعظم للمعلمة 

 

   )11........(..........0 mXN  

 
 وبحل هل  المعادلة رحصل عل :

  )12.........(..........̂mX   

   

 هو  للمعلمة  ̂لما دالة عكسية فاا تصدير الامكاا الاعظم  mوب رز اا الدالة 
 

  )13.(....................ˆ 1 Xm  

 
 

 .̂ليا لما دالة عكسية يمكا استخدام احدى الطرائف العددية لحساب  mفي حالة كوا الدالة 
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 (4يثــــال )

لننتكا    
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   حيننثk  ثابننم موجننبوo  الا يكننوا توتيننع المجتمننع هننو كامننا بمعلمننةk 

 ويكوا لديرا:
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 (2.يبرهنـــت )6
 متغير عقوائي مستمر يتوت : Xليكا    

   FLTD غير متحيت الا والا فصط كاا تباا  ا تصدير الامكاا الاعظم للمعلمة و عردئل يكو,

X .يسوي الوحدة 
 

 انبرهـــــان
    mV   

 وبحل المعادلة الت اضلية اعد  رحصل عل :

   XEkm    

 ثابم اختياري kحيث 

 

     
 





















KK

XEKXKEE

XK

XKm

ˆ

ˆ

ˆˆ

 

 الاتجا  الاخر فمو مباقرة. اما برهاا
 
يمكا اا ربيا بسمولة اا تصدير الامكاا الاعظم في صر  توتيع تحويل لابدا يكوا غير     

 وتبايا يساوي الوحدة. kمتحيت فصط للتوتيع الطبيعي بوسط 

 (2ارظــر مثــال )
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 (3يبرهنـــت )
 يعطي بالطريصة التالية: ̂للمصدر (Asymtitic Varconce)التبايا المحالي   
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 انبرهــــان
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RaorCrameوباستخدام متبايرة   

 رحصل عل :
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 .أي مصدر غير متحيت للمعلمة  Tحيث 
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 
 


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Var



1ˆ  

 

الا كارم الدالة ( يمكا الامتداد باتبا  ر ا الاسلوب أي ارهو 3بالرسبة للمبرهرة)        هي

هو  فاا مصدر الامكاا الاعظم للدالة  1-1دالة   ˆˆ   ويكوا التبايا المحالي لـ̂  يعطي

 بالطريصة التالية

 
 






2

2

ˆ
N

d

d

V











  

 

 

 في عمليام ماركو  العقوائية .تميت توتيع تحويل لابدا7
 

 ( 4يبرهنـــت)
يتوت   Xالا كاا      FLTD  هو التوتيع الاسي الا والا فصط تحصف ما يأتي Xفاا توتيع  ,

 

   bXPaxbaXP  |  

 
 اعداد حصيصية غير سالبة. ,abحيث اا 
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وبما اا                                                            


Fexfxq
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 

 
 
 

f

of
xqoxas  ,  

 

ستخدام ويكوا لديرا با * 

                                                           
*
قصى  لىزمن الانتظىار هىو نتسىي توزيىع زمىن الانتظىار هذا يعني اذا استغرقنا تواً بعض الزمن في الانتظار فان التوزيع الا 

والتوزيعىىال التىىي تهذىى  هىىذل  Markow Proceessesالابتىاايي وهىىذل الياصىىيس اساسىىيس فىي امكيىىال مىىارةو  الع ىىواييس 
 الياصيس يذال انها تهذ  ياصيس مارةو .
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 ثابم غير سالب. kحيث  kوهو التوتيع الاسي بمعلمة 
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