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 المستخلص
 ليل اليييل  توسع اهتمام الباحثين في  السياواا ايرييبم بمو يود ت يعيب مالمي  اليع

لتوزيييع بييابيتو الييبا لتوسييع ت بيييز هيييا التوزيييع فيي  ملاييال يلييم ال يييا  اي ت يياع  والبييي  
 الماولي .

ل ع تم ف  هيا البحي  محاولي  تسيترعام م يعب لاعييع يايبر بم يعب الوسيي  الايام وتميا 
متوس  مبباياا الر ي   م يا م اباته مع م عباا  بي ت  الازوم وايمكان اييلم باسترعام 

(MSE)  وبتولير اسلوب المحاكام لتح يز الم ابا . وتم التو ل الى ان م عب الوسي  الايام
 يكون الأكف  من بين كل الم عباا المعبوس .

Abstract 
Estimation of the tail index parameter of a one - parameter Pareto 

model has wide important by the researchers because it has awide 

application in the econometrics science and reliability theorem. 

Here we introduce anew estimator of 
"
generalized median" type 

and compare it with the methods of Moments and Maximum 

likelihood by using the criteria, mean square error. 

 The estimator of generalized median type performing best over 

all. 
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 الم عم  -1

( لتوزييع بيابيتو توسع ف  الساواا ايريبم اهتمام البياحثين بمو يود ت يعيب مالمي  اليعليل اليييل   
الييبا لكثييبم اسييترعام هيييا التوزيييع بيييكل واسييع فيي  و يير السييلوا المت ييبر ل يميي  الرسييابم فيي  الملاييال 

 يود البيي  الماوليي  بو يفه احيع توزياياا الفييل اي ت اع ، كما ان لهييا التوزييع ت بي ياا مهمي  في  مو
مااسيب بييكل  (semi parametric model) (4 حي  غالبا ما يفتبض توزيع بيابيتو كاميويش ييبه مالمي 

ت بيب  للمياهعاا الاليا من الايا  ف  الحايا الت  يكون فيها الييل الاليو  غييب ميبتب  مالمييا ميع ايلايزا  
  ، إي يتم الت عيب بيكل ماف ل باسترعام المياهعاا الأكثب يلواً ف   من الايا .العايا والمتوس   من الايا

ان هييييا البحيييي  يهيييعر بالعبلايييي  ايسييييا  اليييى اسييييترعام م يييعب لاعيييييع ياييييبر بم يييعب الوسييييي  الاييييام 

 Generalized Median Estimator    لت ييعيب مالميي  الييعليل الييييل )با  ( لتوزيييع بييابيتو والايي
الم ابايي  بييين م ييعب الوسييي  الاييام  وباييض م ييعباا ال باطييز الت ليعييي  ك بي تيي  ايمكييان اييلييم والاييزوم 

( ويلييا بتولييير اسييلوب المحاكييام لتح يييز الم ابايي  تحييا MSEباسييترعام م يييا  متوسيي  مببايياا الر يي   

 البح  ولحلاوم ييااا مرتلف . المباع ت عيبها ف  هيا افتباض يعع من ال يم للمالم  

 :Pareto Distributionتوسيع باريتو  .1
ميين بييين الامييايش المالمييي  المفيييعم والتيي  تت يير ب حتمالييي  يالييي  اسييبيا فيي  الييييل الالييو  هييو توزيييع 

),(، والي  يابب ياه بالبمز (4 بابيتو P   والت  عال  كثافته ايحتمالي(p.d.f)  2 ه) : 

σ≥χ,
1+αχ

ασ
α=ασχ ),,( f 

0,0حي  ان     وان  ه  مالمي  الييكل (shape parameter)  وتمثيل مالمي  اليعليل اليييل

(Tail Index)  لتوزيييع بيييابيتو والم لييوب ت يييعيبها فيي  هييييا البحييي . فيي  حيييين تمثييلσ ال ييييا مالمييي   

(Scale parameter)  والتييي  سيييور تفتيييبض مالومييي  إي تسيييتبعل ب  ييياب  يمييي  فييي  الاياييي  الاييييواطي .

nXXX ...,,, ( بايع ان ييتم تبتييب  ييم ,بيابيتو بيالمالمتين  المسحوب  من ملاتمع مفبعاتيه تتيوزد  21

 الايا  كالآت :

( ) ( ) ( )n21
χ<.....<χ<χ 

 :ياعطي اح ل يلى م عب مالم  ال يا  بحسب ال يا  ايتي 

  )(ˆ min1 i
i

X 

ˆ)(يمكين تاليمهيا تحيا ييب   ln Lين العالي   min i
i

X   ووا ي  مين المتباياي  ان  يمي̂   التي

ˆ)(تلاال لوغابتم عال  ايمكان ف  اهايتها الالمى  min i
i

X  يلما بان






nL


 ln
 

 لهيا التوزيع ه : (c.d.f)كما ان عال  التوزيع التباكم  

α)
χ

σ
(-1=)α,σ,χ(F 

ويلييييى ايتبيييياب ان الاييييزوم حييييول ا  يييي  اي ييييل يابييييب ياهييييا بيييي   rr XE فبيييييلا ياييييعما 

  r =1,2,….  :ف ن الازوم لتوزيع بابيتو تكون 
 

  



  r

r
XE

r
r

r ,
-

 

...... (1) 

...... (4) 

...... (3) 

...... (2) 



                                                                                              

                              
 

 لوسيط العامر اتقديز معلمة الدليل الذيلي لتوسيع باريتو بإستخدام مقد 461

 

 وبالتال  ف ن المتوس  والتباين لتوزيع بابيتو تا ى كالآت :
 

 
 

1,
1-

1  



 XE 

 

( ) ( )
2>α,

2-α1-α

ασ
=)X(Var

2

2

 

 (:بعض الطزائق التقليذية لتقذيز معلمة الذليل الذيلي ) .2
 

    Method of Moment Estimator بي   م عب الازوم   1.3
تاع  بي   الازوم من ال باطز الت ليعي  الياطا  ايسترعام ف  ت عيب المالماا، إي تت ر بالسهول ، وان 

اع الايزوم اسلوب الت عيب وفز هيه ال بي   ي وم يلى ايلاياع الم يعب يين  بييز حيل ييعع مين الماياعيا بايتمي
 X( من هيا البح  فان الازم الأول للمتايب الاييواط  2العايا لكل من الايا  والملاتمع. وكما ت عم ف  الف بم  

),(حول ا    اي ل الي  يتبع توزيع بابيتو  P    هو:1حسب ال يا ) 

( ) 1>α,
1-α

ασ
=XE=μ1 

 
 ا  ان:وبلاال متوس  الايا  يساو  متوس  الملاتمع 

11 m̂=μ 
 يكون: 

1-ˆ

ˆˆ






X 

 يمثل الوس  الحساب  للايا  المسحوب ، ومن المااعل  ايلاه:  Xحي  

 1-
ˆ




X

X
mom  

 

  بي   م عب ايمكان اييلم  2.3
Method of Maximum Likelihood Estimator        

ل بي   من  باطز الت عيب المهم  لأاها تحتو  يلى ر اطص لاييعم، ماهيا الثبياا وايتسياز تاع هيه ا 

)( تكييون مالوميي  وتسييتبعل ب  يياب مييياهعم فيي  الايايي  σويلييى فييبض ان مالميي  ال يييا    )1
χ   فييان عاليي

12nايمكييييان فيييي  حاليييي  لييييعياا ييايييي  ييييييواطي  ميييين المييييياهعاا  X,X....,,X  وتتبييييع توزيييييع بييييابيتو

),( P:  بال يا  ايتي 

∏
n

1=i

1+α
i

αnn

n1

χ

σα
=)α,σ;χ,....,χ(L 

 

...... (5) 
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( يلاب تحويلها الى اليكل الر   ويلا من ريلال خريي اللوغيابتم ال بياي  8ولابض ت عيب عال  ايمكان  
 ( فاح ل يلى :8ل بف  ال يا   

∑
n

1=i
in1

χLog)1-α(-σLogαn+αLogn=)α,σ;χ,....,χ(LLog 

( ومين ريلال مسياوام المييت   ( بالاسب  لمالم  العليل اليييل   9لميت   اللازطي  ايولى لل يا   وب ري ا
 (:2(  1ايولى لل فب، اح ل يلى ايت   





n

i

i

L

nLog

n

1

ˆLog-

ˆ



  

)ب    σ̂وبالتاويض ين  )1
χ    عب ايمكان اييلم للمالم  ( فان م11ف  ال يا    يكون بال يا  الآتي

: 

 ∑
1

1 ]-[

ˆ
n

i

i

mL

LogLog

n







 

 ( يمكن ان تكتب بيكل آرب كالآت  :11وال يا   

 

( )
∑
n

1=i 1

i
mL

)
χ

χ
(Log

n
=α̂ 

 ( حال  را   من الحال  الاام  للم عب والت  تو ر بال يا  التالي : 12حي  ان ال يا   
 ((2 عب   االب الم

 

∑
1 1

)(

ˆ
n

i

i

mL

Log

sn









 

 …,s=0,1,2,3حي  ان 
 والت  ت ري الحايا التالي :

 .الأيلم اتمكاناح ل يلى م عب  s=0ياعما 
 اح ل يلى الم عب غيب المتحيز. s=1ياعما 
 تباين. ب  اباح ل يلى الم عب الماتلم غ  المتحيز  s=2ياعما 
 اح ل يلى م عب بيز ال ياس . s=3ياعما 

 اح ل يلى م عب بيز ولكن ي يلاال عال  المرا بم ف  اهايتها ال ابى. s=4عما يا
 

...... (9) 

...... (10) 

...... (11) 

...... (12) 

...... (31) 
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 : A Generalized Median Estimatorsمقذرات الوسيط العام  .3
 ال يا  الاام  لم عب الوسي  الاام  1.4

(3) (5)اليى الباحي   (GM)ياوع استرعام م يعباا الوسيي  الايام 
(1984) Serfling  يمن عباسي   يام  ،

 الاامييييييييي   – Lا لفطييييييييي  واسيييييييييا  مييييييييين الم يييييييييعباا ا ليييييييييز يليهيييييييييا تسيييييييييمي  م يييييييييعباا بهييييييييي
(Generalized L – estimators)  وان فكبم م يعباا الوسيي  الايام .GM يمكين تو ييحها بييكل ييام )

 كالآت : 
 

ليتكن 
12n X,X....,,X   ييايي  يييواطي  ياا حلاييمn  مين توزيييع مايين بالمالميي )θ،   فااييه لأ

χ,....,χ(h(بال يييا   (Kernel)، العاليي  اللبييي  kيييعع  ييحي  مولاييب  k1  يييتم ارتيابهييا بحييي  ان

)X,....,X(h k1   تكون وسي  غيب متحيز للمالمθ. 

 (Median)بم ييين الوسييي  سييور يكييون يبييا θللمالميي   (GM)وبالتييال  فييان م ييعب الوسييي  الاييام 

X,....,X(h(للت ييمييياا 
k1 ii    للعالييي  اللبييييh    يايييع كيييل فتيييبم، خ  وف يييا اليييى توافييييز

k

n
(  مييين 

)i,....,i(الملاموياا اللازطيي  المايالبم لي   1k  1{لل ييم الفا يل  مين,....,n{ وبالاتيلاي  فيان اح يا م .

 :  (5  (4)تكون وفز ال يا  الاهاطي  الآتي   θالاام لت عيب المالم  الوسي  
 

})iX,....,iX(h{Median=GMθ̂
k1

 

 
ييدع  الييى الح يول يلييى  ييم مرتلفيي   hوالعاليي  اللبيي   kحيي  ان ايرتيياباا المرتلفيي  لكيل ميين الثابيا 

 .θلم عباا الوسي  الاام للمالم  
 α,σ(P(( لتوزيع بابيتو αم عب الوسي  الاام لمالم  العليل الييل     2.4

ويلى  يم الثابا  hياتمع بيكل كبيب يلى يكل العال  اللبي   (GM)كما بياا ساب اً ان م عب الوسي  الاام 
k الم لوب للت عيب. المرتابم، ومن رلالهما يتم تحعيع م عب الوسي  الاام 

1nفااعما يكون لعياا  X,....,X  ييا  ييواطي  من توزيع بيابيتو),( P   ف ايه لت يعيب المالمي 
 باييتماع يلى  بي   ايمكان اييلم. h( فااه يتم استرعام العال  اللبي  GMباسترعام  بي    
 :  (4 ( فان العال  اللبي  تكون كالآت  12حسب ال يا   واتيلا  ليلا و

( )

2≥k,

)
χ

χ
(Log

k
=)χ,....,χ(h

∑
k

1=i 1

i
k10 

 

بالأيتمياع يليى  ، وه  تسترعم ف  ت عيب المالم  (4 وهيه ال يا  تابر ب    ايمكان اييلم اللب  (

المياهعاا 
12k iX,iX,....,iX  . 

...... (14) 

...... (15) 



                                                                                              

                              
 

 لوسيط العامر اتقديز معلمة الدليل الذيلي لتوسيع باريتو بإستخدام مقد 461

 

),(لتوزيع بابيتو  ا يلى يلا ف ن الم عب ال بيا  للمالم  وباا  P   ي ب  يبابم ين الوسيي

iX,....,iX(0h(للت ييميييياا 
k1

( ميييين رييييلال توافيييييز  14حسييييب ال يييييا    hللعاليييي   
k

n
( ميييين 

}i,....,i{الملاموياا اللازطي  الماالبم ل   1k   1{لل يم الفا ل,....,n{  للايا 

 مقارنة الطزق المستخذمة: .4
لتوزيييع بييابيتو  للم ابايي  بييين م ييعب الوسييي  الاييام مييع م ييعب  ايمكييان اييلييم والاييزوم لمالميي  

),( P   ف يييع ايتمييييع م ييييا  متوسيييي  مبباييياا الر يييي(MSE) كوايييه م يييييا  يلاميييع بييييين التبيييياين ل

(Variance)  والتحيز(Bias)  :  للمالم  الم عبم وحسب ال يا  الآتي 

∑
1

2)-ˆ(
1

)ˆ(
r

i

i
R

MSE


  

 ( Replicationيعع مكبباا التلابب    Rحي  

   ̂  هو م عب حسب ايسلوب المسترعم 
 

 عب الي  يمتلا ا اب متوس  مببااا ر   لحلاوم الايااا المرتلف .والم عب اللايع هو الم 
 

 المحاكاة: .5

),(تم تولر اسلوب المحاكام ف  هيا البح  لتوليع تلابب  بياااتها تتبع توزيع بابيتو  P  حي ، 

 
 .(Libteary Basic)تم كتاب  بباامج المحاكام باييتماع يلى الام 

 u، حيي   u(1-F=X(ااا التلابب  من رلال اسيترعام اسيلوب ماكيو  العالي  التلاميايي  و ع لابى توليع بيا

وباع يليا تيم تولييع بيااياا  (0,1)متايب ييواط  يتبع التوزيع الماتلم المستمب المابر يلى الفتبم المفتوح  

),(تتبييع توزيييع بييابيتو P    وفييز ال يييا
α1)u-1(σ=X   مييبم  1111و ييع كييببا التلاببيي

ولكل يياي  مين )α,σ(ول يم افتبا ي  مرتلف  لمالمت  الاموعش  100,50,25,10وب حلاام ييااا مرتلف  

  في  لتوزييع بيابيتو باسيترعام  باطيز الت يعيب المبحوثي هيه الايااا ايببا  تم ت عيب مالم  العليل الييل  

كيييلا تمييا الم ابايي  بييين اف ييلي  هيييه الم ييعباا  (15,12,7)ميين هيييا البحيي  وحسييب ال ييي   (4,3)الف ييبتين 
 (2,1)( و ع يب ا الاتاطج ف  اللاعولين MSEباسترعام م يا   

 

...... (16) 
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 (1لاعول ب م  

 αت عيباا مالم  العليل الييل  
 
 
 
 

 

 

   

GM: 
 K =4 

GM: 
 K =3 

GM: 
 K =2 

ML MM σ α 
حلام 
 الايا 

 الحايا

2.616 
2.912 
2.111 
2.119 

2.314 
1.352 
2.111 
2.121 

1.941 
2.111 
2.312 
2.511 

1.125 
2.261 
1.911 
2.136 

1.932 
2.211 
2.848 
2.413 

3 
3 
3 
3 

2 
2 
2 
2 

11 
25 
51 
111 

1 

2.481 
2.598 
2.549 
2.451 

2.618 
2.425 
2.613 
2.911 

2.222 
2.914 
2.391 
2.611 

2.924 
2.333 
2.212 
2.448 

2.643 
2.281 
2.214 
2.444 

3 
3 
3 
3 

2.5 
2.5 
2.5 
2.5 

11 
25 
51 
111 

2 

2.421 
2.551 
2.119 
2.112 

2.693 
2.611 
2.112 
2.113 

2.888 
2.281 
2.112 
2.546 

2.289 
1.981 
2.411 
2.211 

1.226 
2.411 
2.931 
2.113 

4 
4 
4 
4 

2 
2 
2 
2 

11 
25 
51 
111 

3 

2.132 
2.222 
2.112 
2.429 

3.119 
2.352 
2.322 
2.233 

3.111 
2.981 
2.226 
2.512 

2.942 
2.162 
2.384 
2.451 

2.283 
2.621 
2.811 
2.421 

4 
4 
4 
4 

2.5 
2.5 
2.5 
2.5 

11 
25 
51 
111 

4 
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 (2لاعول ب م  

 α( لت عيباا مالم  العليل الييل  MSEمتوس  مببااا الر    
 
 

GM: 
K = 4 

GM: 
K = 3 

GM: 
K = 2 

ML MM 

 الحايا حلام الايا 

MSE MSE MSE MSE MSE 

1.561 
1.321 
1.229 
1.112 

1.666 
1.494 
1.414 
1.111 

1.984 
1.229 
1.511 
1.111 

2.911 
2.461 
2.111 
2.113 

3.219 
3.121 
2.191 
1.919 

11 
25 
51 
111 

1 

1.231 
1.421 
1.111 
1.131 

1.829 
1.611 
1.411 
1.111 

1.281 
1.959 
1.332 
1.213 

3.121 
2.191 
2.229 
1.999 

3.111 
3.214 
2.143 
1.251 

11 
25 
51 
111 

2 

1.928 
1.992 
1.545 
1.881 

2.111 
2.111 
1.311 
1.992 

2.111 
1.989 
1.541 
1.125 

2.921 
2.816 
2.123 
1.821 

2.918 
2.888 
2.119 
1.941 

11 
25 
51 
111 

3 

1.891 
1.282 
1.999 
1.929 

1.893 
1.333 
1.325 
1.121 

1.211 
1.414 
1.211 
1.119 

2.491 
2.626 
2.152 
1.981 

2.221 
2.815 
1.322 
1.629 

11 
25 
51 
111 

4 
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 ويلهب من هيه الاتاطج ايت  :

يييع احلاييام الايايياا للحييايا ايببايي  وللام ( يلاحييل ان ت ييعيباا المالميي  1ميين رييلال اللاييعول ب ييم   -1

خف يلي   (k = 2,3,4)( ف  حايا GMب بي   الوسي  الاام   الم تبح  الهبا ت عيباا المالم  
يليى  باطيز الت ييعيب ايريبى وهيي   بي ي  ايمكيان اييلييم و بي ي  الاييزوم مين ريلال  ببهييا مين ال يييم 

 .ايفتبا ي  للمالم  
ه  الأكف  من  باطز  (k=2,3,4)( يلاحل ان  بي   الوسي  الاام ف  حايا 2ن رلال اللاعول ب م  وم -2

الت عيب ايربى حي  تمتلا م عباا مالم  العليل الييل  وفز هيه ال بي ي  خ يل متوسي  لمبباياا الر ي  
 من بين الم عباا ايربى.

لباحي  تحسياا في  اف يلي  الم يعب بالاسيب  ولايع ا k( يلاحيل اايه بزيياعم  ييم 2ومن رلال اللايعول ب يم   -3
 يسترعام  بي   الوسي  الاام ف  الت عيب. 

يلاحييل ان زييياعم حلاييم الايايي  اعى الييى ا تييباب اتيياطج المحاكييام ميين ال يييم الح ي ييي  للماييالم ويلييا تح ي ييا  -4
 لالبي  الااي  المبكزي .

 

 الاستنتاجات والتوصيات .6

م ابايي  بم ييعب ايمكييان اييلييم وم ييعب الاييزوم لمالميي   ( يكييون الأكفيي GMان م ييعب الوسييي  الاييام  

واو ي   mom̂و  mL̂لتوزيع يمتلاكه خ ل متوس  لمببااا الر   م اباي  بالم يعبين   العليل الييل  

 امايش المالمي  ياا المالمتين ف كثب.ب مكااي  التوسع ف  استرعام  بي   م عباا الوسي  الاام ف  ال

 المصادر .7

( لت عيب المالماا Ls,ML,M( "م ابا  اسلوب بيز مع  باطز اربى  2116ستاب محمع    ال ، -1
وعال  الماولي  لتوزيع بابيتو من الاود ايول" بسال  مالاستيب ف  ايح ا  كلي  ايعابم واي ت اع 

 لااما  باعاع.

 عيب مالم  اليكل لتوزيع بابيتو باسترعام ت"م ابا   باطز  (2115يلا  حسين   ،اييلم  -2
 المحاكام" بسال  مالاستيب ف  ايح ا  كلي  ايعابم واي ت اع لااما  باعاع.

3- Serfling, R (1984) "Generalized L,M and R statistics", Ann. Statist 12, 76-

86. 

4- Serfling, R (1999) " Robust and Efficient Estimation of the Tail Index of a 

one parameter pareto Distribution, Email: Serfling @ utdallas. edu. 

5- Serfling, R (2002) "Efficient and Robust Fitting of Lognormal Distribution", 

Email: Serfling @ ut dallas. edu, website; www.utdallas. edu / Serfling.     
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