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Notes on Exponential Distribution 

 ملاحظات حـــــول التوزيع الاســــــي
 

 أ. د. سليم الغرابي
 جامعة بغداد/ كلية الادارة والاقتصاد

 قسم الاحصاء

 
 المقدمـــــــــة  -1

 له توزيع أسي اذا كان له دالة احتمالية الكثافة بالشكل:  Xالمتغير العشوائي 

      1..............0,;/exp
1

 


xxxf  

 ، هذه هي الحالة الخاصة لتوزيع كاما. 0عندما 

( التبي نحصبل علي با تسبمل ببالتوزيع 1. الحالبة الخاصبة لب   0غالباً جداً ولسبب  معوبول تذخبذ 

 الاسي لمعلمة واحدة.
 التوزيع في هذه الحالة يسمل التوزيع الاسي الوياسي، 0  ،1اذا كانت 

 اما بالنسبة لعائلة التوزيع الاسي.

افرض ان                                                HxxfF  ,,,  

علببل  Lebesgueهببي دالببة لمعلمببة واحببدة لعائلببة دوال احتماليببة الكثافببة الاسببية بالنسبببة الببل قيببا  

 التي تكت  بالشكل: Rمع معلمة الفضاء  HCRل   Borelمجموعات 
 

           )2..(..........,,exp,   Bxxdcxtbxf  

افرض ان   xxt   وانb هي قابلة للاشتواق 

الحالة    b  مع  xxt   احتماليبة قيبا  هي اعتيادياً تعود الل الشبكل الوياسبي ولاجبل دالبة

 وحيدة وتؤدي الل تحويلات  (.)c (.)  ،dلتوزيع اسي لشكل قيا  

          ..,.. ccdd  انيبباً لاجببلR  وهكببذا فاننببا نفببرض انc(o) = o 

 بدون فودان التعميم.
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 هــــــدف البــــــحث  -2
ي له تطبيوات احصائية كثيرة في هذا البحث استعراض اهم خواص التوزيع الاسي الذ

 وخاصة في المجالات التالية:
 العمليات العشوئية .1
 نظرية المعولية .2
 صفوف الانتظار .3

( لكيفية الحصول علل المودر غير المنحاز ذو التباين 8وقد قمت باقتراح المبرهنة في البند  
 الاصغر لمعلمة التوزيع.

     Genesisـــــــع: اصــل )او نشــــــــوء( التوزيــــ -3
يوجبد عبدة حببالات والتبي واحبدة من ببا تتوقبع التوزيببع ا سبي ان يعطبي وصببف مفيبد لملاحظببة 

فببي التطبيببق، نفببرض ان  ”at random at time“التغيببر. واحببدة مببن اهببم هببذه الحببالات تسببمل 
فببي   ي مفببردة ل ببا بعببض التوزيببع م مببا كببان و قببديم و انببه "life time“مسببتوبل و وقببت الحيبباة 

 الوقت الحاضر.
 

 } (life time)تمثل وقت الحياة  X {هذه يمكن ان تكت  شكلياً 
 

   

0,

)1.....(..........0| 000





x

xXPxxxxXP 
 

X  يج  ان تكبون متغيبر عشبوائي مسبتمر موجب . اذا كبان لبه دالبة احتماليبة الكثافبةf(x)  فبان دالبة

 وهي 0xهي اكبر من  xالكثافة الاحتمالية الشرطية، تعطي ان 

 
 

0
1

0

0




xx
xF

xf

x

x  

حيبببث ان التوزيبببع الشبببرطي لببب  مسبببتوبل وقبببت الحيببباة  0xx  هبببو نفببب  توزيبببع غيبببر الشبببرطي

(unconditional)   لx يكون لدينا ، 

 
 

  )2........(..........
1

0

0

0 Pof
xF

xf
x

x

x 


 

ينتج انه اذا     1,0, 00  xFPxF xx تحوق المعادلة التفاضلية 

 
  xFP

dx

xdF
x

x  10  

حيث ان   XP

x exF 01


   مودمة للشرط  0


xFlinnit x
ox

 

 

نجبد ان   )3.......(..........1
xP

x
oexF


                                              

  

ذلك ان                                                    




x

xPxP

x dtePexF oo

0

01 
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1وان  0( مببع 1هببي مببن الشببكل    Xحتماليببة الكثافبب ة لبب  هببذه ترينببا ان دالببة ا

0

 P  توجببد

حالات اخرى والتي تظ ر التوزيع الاسي اكثر طبيعي. كثير من هبذه تعمبل كعشبوائية تكراريبة  غالبباً 
 ( للحادثة.often in timeفي الوقت 

نحتبباا الببل تحويببل المتغيببرات العشببوائية فببي التوزيببع  غالببباً  Monte Carloعنببد تطبيببق طريوببة 
الل المتغيرات العشوائية الاسبية.  Standard rectangular distributionالمستطيلي الوياسي 

 .Von Neumammالطريوة المبدعة والتي اقترحت مبكراً من قبل 

نفرض  ...,.........,1,0, iX i لتوزيبع المسبتطيلي هي متتابعبة لمتغيبرات عشبوائية مسبتولة مبن ا

الذي يذخذ الويم الصحيحة الموجبة مبن خبلال  Nالوياسي وتعريف المتغير العشوائي  iX  بواسبطة

 المتباينات









N

j

j

N

j

j

j

j XXXXXxXX
1

0

1

1

00

2

1

01 ,,...,,  

 

نوبل المتباينة  iX  اذاN  كانت فردية ، في الحالات الاخرى نرفض ونعيد الطريوةN عود فردية.ت 

قيمة اول متغيبر 0Xوان  (…,T = 0,1)فردية  Nعدد المتباينات المرفوضة قبل ظ ور  Tافرض   

0XTYفي متباينة الوبول. فان    هي متغير عشوائي اس  مع دالة احتماليبة الكثافبة الوياسبية
xeملائمة اقترحت من قبل  . هناك طريوة اكثرMarsaglia. 

 تكون متغير غير سال  صحيح مع توزيع هندسي: Nافرض 

    ,...2,1,01   neenNP n  

 هو متغير بواسون العشوائي الموطوع عند الصفر فذن  Mافرض ان 

    ,...2,1,0,!1
1

  mmeemMP
m

  

اخيراً : افرض ان  ,.....3,2,1| iX i  مستولة يتوزع كل من ا هي متتابعة لمتغيرات عشوائية

 التوزيع المستطيلي الوياسي فان

  nXXXNY ,...,,min 21   

 ل ا توزيع أسي.
 

 العـــــــــــــــسوة والدالـــــــــــــــة المولـــــــــــــــد  ل عـــــــــــــــسة: -4
                      Moments and Moment Generating Function 

 
 ( هي1مع دالة احتمالية الكثافة   Xدالة مولدة العزم للمتغير العشوائي    
 

   

  01

1

1

1











 

itt

eteE ttx

 

 

الدالة المميزة هي      itetit
1

1


                                                                    

 دالة مولدة العزم المركزية هي

        txt eteE
1

1
   
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هي   Cumulantدالة مولدة ال     tteE tx   1log|log                               

  XEK  1  

 هي (Cumulant)ومن هنا فان المتراكمات 

   1!1  rrK r



  

 نجد ان 4,3,2rضع

 

4

4

3

3

2

2

9

2











xVar

 

 

0,1لاحظ انه اذا كانت     فذن   xVarxE 1 

 ياسي هو قيا .وعليه فان التوزيع الاسي الو

9,2اول نس  عزمين هما :  21   

 معدل الانحراف هو
 

 
 

 
1

1

212  edxex x  

 لاحظ ان 
 
 
 

736.0
2

tan


edeviationdards

deviationmean
 

2logالوسيط ل ذا التوزيع هو  e . 

 غير، لمدى التالمنوال ل ذا التوزيع هو عند اول ا قيمة،

 

دالة مولدة المعلومات   )1 momentfreguencytheu   1هو
1




u
u

     الentropy  هو

log1. 
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         Estimationالتقدير  -5

nXXXاذا كان  ,...,, دالبة احتماليبة الكثافبة  Yهي متغيرات عشوائية مستولة كبل واحبدة  21

تودير بالامكان الاعظم ل     The moximum Likelihood estimators( فان 1  , 

 هما:

 

  



ˆˆˆ

,...,,minˆ

1

1

21










xxn

xxx

n

i

i

n

 

تودير الامكان الاعظ  م ل   The moximum Likelihood estimatorsمعلومة فان  اذا كانت 

  ه  ي x اذا كانت ،معلومب ة̂ اع ب لاه هب ي لازالب ت توديب رmax. Likelihood est.   

 .الامكان الاعظم. ل  

 هي ̂دالة احتمالية الكثافة ل  

      










 ttn

n
tf /expˆ  

ب   ( مع تبديل 1ف  الشكل في  والتي هي ل ا ن
n


. 

هببي اذا  ̂التببباين لبب 
2

2

n


والويمببة المتوقعببة هببي  

n


   انببه مببن المفيببد ملاحظببة ان التببباين هببو

الويمة المتوقعة ل     1nولي  الل  2nيتناس  الل   ˆˆ x 

هببي  11  n  وان تباين ببا هببو 3212 2   nnn   الويمببة المتوقعببة ل بب x  هببي 

12وان تباين ا هو  n. 
 

          Related Distributionsالتوزيعات المرتبطة بالتوزيع الاسي :  -6
 يوجد عدد م م من التوزيعات الوريبة المتصلة بالتوزيع الاسي.

فان  Xاذا كان المتغير  cxY  :له توزيع أسي 

  )1.4..(....................0,/1   yeyP y

Y

  

 
. انببه مببن cمببع معلمببة ذات شببكل  (.Weibull Dist)ملببك توزيببع وايبببل يوببال ل ببا ان ببا ت Xفببان 

 وللويم الاخرى التكامل ل  c-1اكبر من  cالضروري ان يكون 
 
 

         
 xxxcxP

cc

x exp
11

 

بين   xx  سوف يكون غير محدد,

هبي معروفبة ان تكبون صبفر( التحويبل  هي معروفبة  وغالبباً  c,اذا كانت  cxY   ربمبا

 تستخدم وتوضح بصورة جيدة الطريوة المرافوة مع التوزيع الاسي وتصبح قابلة للتطبيق.
 ليست معلومة فان طريوة خاصة نحتاا لا في هذه الحالة. cاذا 
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xeYاذا كانت     فان 4,1ل ا توزيع أسي للشكل .)X  ل ا توزيبع الويمبة المتطرفبة“extreme 

value”. 
 The double (or)م بب ن التوزيع بب ات الم م بب ة الاخبب رى ه بب و التوزي بب ع ا س بب ي المببزدوا.   

bilateral)expomontial Dist.) هذا هو توزيع المتغير العشوائي .X مع دالة احتمالية الكثافة 

       0/exp2
1




 xxPx  

  (Laplace’s First Law of Error)يعبببرف بوبببانون لاببببلا  الاول للخطبببذ  انبببه ايضببباً 
هبو توزيبع طبيعبي(. التوزيبع  (Laplace’s Second Law of Error) قبانون لاببلا  الثباني 

 xا سي ربما يكون توزيع أسي مزدوا حول 

لببذي اشببير اليببه فببي البنببد الاول. خببذ الحويوببة ان التوزيببع ا سببي ينتمببي الببل عائلببة توزيببع كامببا ا

0,2     2(.نحصل علل توزيع 1في المعادلة درجبة حريبة. مبن هبذه نبرى انبه اذا  2مبع

nxxxكانببت  ,...,, ( فببان 1متغيببرات عشببوائية مسببتولة وكببل من ببا ل ببا دالببة احتماليببة الكثافببة فببي   21

2الوسط الحسابي هو يتوزع كما يذتي:

2

1

2

1
nn  



  . 

 

 التوزيـــــــــــــــــــــــع الاســـــــــــــــــــــــي العـــــــــــــــــــــــاة   - 7
                            A Generalization of the Exponential Dist  
لدالة التوزيع التجمعي  تودير   xFe x   11 / 

حيببث ان  xF  هببي دالببة التوزيببع التجمعببي للمتغيببر العشببوائي غيببر السببال  الببذي بحببث مببن قبببل

Gercbah هببو اقببدر كتوببدير مبنببي علببل عينببة عشببوائية ذات حجببم .kmn  قسببم العينببة الببل .m 

ائي مع مجموعة بشكل عشو jX1
  اصغر قيمة من المجموعj th  فانه تحبت شبروط رتيببة علبل .

 xF. 

 


 
m

j

xXKm
1

1

1̂  

 .تؤل الل  m.kكان  هي تودير متسق ل   

 ايضاً 

   
 

   
 































km
o

kmoF

of

m
V

k
o

koF

of
E

1

1

4ˆ

1

1
ˆ

42

3







 

حيث ان    xFxf   

مبع توريب  معامبل الثوبة  واسطة استخدام التوري  الطبيعي فان فترة الثوة ل  ب 1 هبي تحصبل

 كالاتي:

 
   



















koF

of
mK

1
/ˆ

3

2


    

هبو يحصبل بواسبطة جعبل الموبدار داخبل الاقبوا  اصبغر مبا  n =kmالاختيبار الافضبل لحجبم العينبة 
 يمكن.
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 نا ان اذكر ان التوزيع ا سي هو التوزيع المستمر الوحيد الذي يحوق خاصية ماركوف من المفيد ه
 

   bXPaXbaXP  |  

 
وهذا يعني اذا استغرقنا تواً بعض الزمن في الانتظبار فبان التوزيبع الاقصبل لبزمن الانتظبار هبو نفب  

 توزيع زمن الانتظار الابتدائي.
 ات التالية:ويمكن التحوق من ذلك باتباع الخطو

 

 
 

 

 
 
 

 aXPe

dXe

dXe

aXP

baXP
aXbaXP

aXbaXob

aXP

aXandbaXP
aXbaXP

b

a

X

ba

X








































|

,

|

 

 

 مبرهنة -8
nXXXلتكن    ,...,,  . افرض انعينة عشوائية من مجتمع يتوزع أسياً بمعلمة  21

 

    
 aeaG  1  

 

ة التباين الاصغر للدال ذو ثابت غير سال . عندئذ يكون المودر غير المتحيز aحيث ان   

 

 
1

* 11













N

x
XN

a
aG  

  N > 1حيث ان 
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 البرهــــان 
 من الواضح ان 

 









aX

aX
aG

a

a

x
;1

;0
*  

 N=1عندما 

هي كافيبة وتامبة وعليبه لغبرض برهبان ان  Xالاحصاءة  aGx

هبو الموبدر غيبر المنحباز للتبباين  *

 .الاصغر

يكفي ان نجد مودر غير منحاز للدالة    وهو بالطبع دالة فيX 

 









aX

aX
XXXBB

a

a

N
;1

;0
,...,, 21  

 هو مودر غير متحيز وكذلك
 

   
 




















X
XN

a

XXX

X
P

XNXXXaXP

XNXXXBEXB

n

n

n

|
...

...|

,...,,|

21

1

211

21

*







 

وبما ان المتغيرين العشوائيين 
N

N
XXX

X
XXX




...
,...

21

1
 مستولان فان 21

  














XN

a

XXX

X
PXB

n...21

1*

  

 
 .يعتمد علل  وبما ان الطرف الايمن لا

132ولمببا كببان المتغيببرين  1افببرض ان  ,... XXXX N  همببا مسببتولان ويتببوزع كببل

علببل الترتيبب . فببان توزيببع  N-1، 1من مببا توزيببع كامببا بببالمعلمتين 
NXXX

X

 ...21

يتببوزع  1

 N-1، 1تا بالمعلمتين بي

 
 
   

 

 
1

0

1

0

1111*

11
1

1

1
11

11




























 

N
XN

a

N

XN

a

N

x

XN

a

N

u

duuu
N

N
aG
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 المع مة الموقعية -9
RHافرض ان               

تسمل    )1...(..........,, HXg                                                   

يتوزع بالنسبة الل  Xبالموقع العائلي فيما كان المتغير العشوائي  ,g فبان  يRy  ازاحبة

مرة اخرى له توزيع من هذه العائلة. هنا الويمبة الجديبدة للمعلمبة ربمبا تعتمبد علبل كبلا  x+yالمتغير 

,y  ذلك انه يوجد دالة  ,y  بحيث ان 

     )2........(..........,,;,,, Ryxyxgyxg    

   

معطاة توجد ازاحة  ر من ذلك ، نفرض انه لكل اكث    v  مع   0,   v   وان العك
1v   يمكن اعادة كتابت ا كما يذتي:2له وجود وقابلة للاشتواق وهكذا فان ) 

 

    yyxgxg ,,,    

بواسطة كتابة    ,: xgxf  نحصل علل ،  v ،  1 v  وان 

     

      
      

       )3(....................exp

,exp

exp

,,

xfx

oxgx

xdcxb

xgoxgxf

















 

 

حيث ان             11 ,   vcobvb .هي قابلة للاشتواق 

ل الجانب  الايسبر قاببل والتي تؤدي الل جعب ( فانه قابل للاشتواق بالنسبة الل 3  الجان  الايمن ل  

 .fللاشتواق وهكذا ل  
 يؤدي الل:  oفي الحويوة الاشتواق عند 

 

             )4.......(..........: xfABXxfoxoxf    

 
تكون موجبة، علل الاقل في نوطة واحدة فانه يجب  ان تكبون موجب   f( ترى انه عندما 3انظر الل  

 في كل مكان.
 ( الل 4وهكذا نستطيع تكامل  

  CAxBxxf  2/log 2  

BAكذن ببا دالببة احتماليببة الكثافببة لتوزيببع طبيعببي مببع معببدل  fوالتببي نعببرض في ببا  /  وتببباين
B

1
 

oBوالتي ايضاً تؤدي الل    يذتي: ( ماذا ترى؟ ترى ما3. انظر الل 

 .Lindley,(1965) Borges and pfanzagl]( 1558انظر ايضاً   [
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( مبع 1اذا العائلبة الاسبية فبي الشبكل    1العبارة   xxt   هبي عائلبة موقعيبة وانبه تكبون عائلبة

التوزيع الطبيعي لدوال احتمالية الكثافة مع تباين ثابت 
B

1
 ومع توقع  معدل( 

   BbBAv ./    

 (، نحس  ان 2، والمعادلة  1من العبارة  1ملاحظة 

    yvvy    1,  

 

اذا اجرينببا نفبب  التطببوير بببدون تخصببيص   2ملاحظببة   xxt   سببوف 4، المعادلببة التفاضببلية )

 تكون بالشكل

      xfAxBtxf   

 
الحالبة  (up to obvious modifications)نحبن مبدينين البل حكبم واحبد لاجبل الاشبارة البل ان 

  xext   هي فوط الحالة مبع  xxt   تسبمح لحبل والبذي يجعبلf  ،تكبون دالبة احتماليبة الكثافبة

 توود الل العائلة

   xeexg x    exp,  

 
 .e.g.,ferguson] 1962انظر [
 

 Scale Parameterمع مة القياش         -11
 افرض ان

 oZZRH  ,*  

 عائلة دوال احتمالية الكثافة

  HxxgF  ,,,   

يتبوزع بالنسببة البل  X، اذا لاجبل المتغيبر العشبوائي (Scale family)سبوف تسبمل قيبا  العائلبة 

 ,xg  واي مضاعف موج ،yX  سوف ايضاً يملك دالة احتمالية الكثافة للعائلة–F اذا ذلك انه ،

معطاة يوجد  y > oلاجل   oy , :بحيث ان 

     )5.....(..........0,,,,  xyaXgxyyg   

معطبباة، يوجببد  مببرة اخببرى سببوف نفببرض انببه لاجببل   ov   بحيببث ان   1,  va  وان

 للاشتواق.له وجود وهي قابلة  1vالعك  

 (، نحصل علل 5في   xبدل  x/yبواسطة وضع 

     yyayxgxg /,,/,    

بواسطة تعريف    1,1 xgxf    3نستطيع المناقشة في تشابه جزئي الل) 
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     

      
      

       )6...(....................exp

1,exp

exp

,1,//

xfx

xgx

xdcxb

xgxgxf

















 

 

حيث ان   v                                      وحيث ان      11 bvb    

وان                                                                     11 cvc    

 الان تكون ممكنة وتؤدي الل  1عند هي قابلة للاشتواق. اشتق النسبة الل 

            xfABXxfxBxfx ,:111    

 التفاضلية يكون ل ا حل الدالة هذه المعادلة

   BXCXxf A  exp  

وان   1Aوالتي تكون دالة احتمالية الكثافة اذا  11 1   AB A    

 الحل الن ائي يكون

        

       xbXAb

vvxfxgxg

AA









exp1

///1,/,

1
 

 
 Boryes and Pfanzagl Lind 1565 ;انظبر ايضباً  [ذلك انبه شاه  ب دنا العببارة التاليبة 

ley(1958) 
 

( هي قيا  عائلي، فانه تكون عائلة توزيع كاما مع شبكل ثاببت 1كما اعطت في   Fاذا   2الع بارة 

ومع قيا  المعلمة  Aللمعلمة  b 

 

 ، نحن نملك 1في التشابه الجزئي للملاحظة   3ملاحظ ة 

    yvvya /, 1    
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